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概要：本稿では，結び目（knot）と水引の 3DCG モデル

を対話的に，かつ効率よく構築するためのシステムを提

案する．提案システムでは，投影面上でのマウス操作で

3D 物体の位置関係を操作する一手法である Apparent 

Layer Operations を活用する．ユーザはマウスドラッグに

よって紐の形状を作成し，後からマウスクリックによって

重なりの上下関係を入れ替え，結び目の構造を対話的

に変更できる．また，水引の形状を構築する際には，平

滑化処理と左右対称化の処理を施し，滑らかで整った

形状への補正を自動で行う． 
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1. はじめに 

結び目理論（knot theory）の分野では，その幾何学的

な形よりも，絡み具合などの位相的な情報に着目して結

び目の性質を論じる．しかしながら，絡み具合を視覚的

に捉えるためには，なんらかの方法で紐の幾何形状を

構築し，それを可視化することが必要となる．結び目を

図で示す場合には，2 次元平面上に特徴が表されるよう

に紐（曲線パス）を配置し，3 本以上の紐が同一箇所で

重ならないようにする．2 本の曲線が重なる箇所（交点）

では，その重なり関係を明示する必要があり，図 1 に示

すような曲線による表現では，下を通る線の一部を描画

しないことで，その上下関係を表すことが一般的である．

結び目理論の教科書などには，図 1 のような図が用いら

れることが多く，鉛筆などで手軽に表現できる利点があ

る．一方で，図 2 に示すような太さと陰影を持った紐モ

デルの CG 表現は紐の上下関係を直観的に理解でき，

使用する場面によってはこちらの表現の方が好まれるこ

とがある． 

 

図 1 曲線で表された交点数が 7 以下の結び目(出展

Wikipedia[1])．2 つの線が交わる箇所では，一方の一

部を非表示にすることで前後関係を表す． 

   

図 2 図 1 の 41 と 62 の結び目を CG で表現した例 

（本稿で提案するシステムでデザインされた）． 

贈答品や祝儀袋に付けられる水引には，「あわじ結

び」に代表される古くから伝わる結び方が存在する．そ

の一方で，近年では水引細工として新しい形の創作も

活発に行われている．飾りとしての楽しさとともに，結び

目理論に通じる数学的な形の面白さもある．図 3 は，水

引で最も一般的な形である「あわじ結び」の例である．

結び目と同様に，紐の形およびその重なり順が大事な

要素となる． 

 

図 3 水引（あわじ結び）の例(出展 Wikipedia[2])． 

近年では，汎用的な形状デザインを可能とする

3DCG ソフトウェアが普及し，様々な形状を CG で表現

できるようになってきたが，このような紐や水引の形状を

デザインすることは手間がかかる．特に，形が定まった

後で，紐の重なり関係を変更することは容易でない． 

Igarashi らは，このような問題を解決するために，布や

紐などの柔物体の形状を，その重なり状態も含めて，マ

ウス操作で簡単に編集できる手法，Apparent Layer 

Operations を提案した[3]．本稿では，この手法を活用し，

図 2 に示す結び目のデザインと，図 3 に示した水引の

CG モデル構築のためのシステムを提案する． 

提案システムでは，Igarashi らの手法と同様に，紐の

内部モデルを紐の太さと等しい直径を持つ点の列で表

し，点間に擬似的な斥力と反発力を働かせることで最終

的な形状を決定する．ユーザはこの紐モデルに対して，

後から重なりの前後関係を入れ替えたり，一部をひっぱ

るなどして，結び目の形状と構造を対話的に変更できる．

また，水引は左右対称な形状であることが多いため，入

力として与えられた曲線を，対称形状にする修正が自

動で行われる． 



2. CG による紐の表現 

CG で紐を扱う場合には，その幾何形状を定義するた

めに，断面形状である円を曲線に沿って掃引することが

一般的である．図 4 に示すように，紐の中心を 3 次元曲

線で表現し，その曲線をパスとして円を掃引することで，

一定の太さを持った紐の幾何形状を構築できる． 

 

図4 円を曲線に沿って掃引することで紐の立体形状

を生成できる（3DCG ソフトウェア Shade12[4]で生成） 

ネクタイや靴の紐などに見られる「結び目」は日常生

活の中で身近なものであり，釣りや登山，またはレスキュ

ーの場面では，その用途に応じた様々な結び方が用い

られている．このような，実世界での結び目は紐の表面

の相互作用によって最終的な形状が決定するため，こ

れらを数式で表現することは難しい．とくに固く結ばれた

複雑な構造を持つ結び目の幾何形状を，図 3 に示すよ

うな円の掃引によって構築する場合は，適切なパスをど

のように定義するかが問題となる．掃引を行うためのパ

ス間の距離が近すぎると，紐の形状の一部が他を突き

抜けてしまい，遠すぎる場合には紐の表面が接しない

ため，すき間が生じて不自然な形となる． 

KnotPlot[5]という名称の，結び目の 3 次元モデルを生

成するための専用ソフトウェアでは，紐の形状を擬似的

な物理シミュレーションで変形させることで，より自然な

形を生成することに成功している（図 5）．しかしながら，

交点での紐の上下関係を，初期形状構築時に定義して

おく必要があり，後から対話的に重なり関係を変更する

ことはできない． 

 

図 5 KnotPlot[5]の UI． 

Igarashi らが提案する Apparent Layer Operations のシ

ステムでは，紐の形を主に次のような操作で編集できる

ようになっている． 

・マウスカーソルの軌跡に沿った紐の形状の生成． 

・マウスドラッグによる紐のひっぱり操作． 

・マウスクリックによる紐の上下関係の入れ替え． 

紐の上下関係の入れ替えは次の方法で実現してい

る．つまり，視点方向から見た紐の輪郭を投影面上に描

き，視点方向からみた時に重なり状態にある領域を検

出する．その後，マウスクリックが行われた場所が重なり

状態にある場合は，その場所での上下関係を入れかえ，

隣接領域の奥行きが連続するように最終形状を整える

（図6）．Igarashiらの手法では，3 つ以上の領域が重なり

合っている場合にも有効に機能するような工夫が施され

ているが，提案システムでは高々2 つの領域の重なりの

みが対象となる． 

このような操作の組み合わせにより，実際の紐の結び

目を模した幾何形状を容易に構築することが可能となる．

本稿では，このシステムを用いて，結び目モデルの構築

と水引モデルの構築を行う． 

 
図 6 紐が重なる場所（丸で囲まれた箇所）をクリック

すると重なり順が入れ替わる． 

3. 結び目と水引モデルの構築 

3.1. 環の表現 

本稿で提案するシステムは，Igarashi らが実装したシ

ステムをベースとしている．紐の操作方法はすでに実現

されているが，そのままでは図 1,2 に示すような閉じた環

が扱えない．そこで既存の紐モデルの始点と終点を連

結し，環を扱えるように拡張した．擬似的な物理シミュレ

ーションの際には，始点と終点は連結しているものとし

て扱われるため，端点の位置座標だけでなく，接線も連

続した形状が得られる． 

3.2. 対称化処理 

水引の形状は，正面から見た時に左右対称であるこ

とが多い（ただし重なり関係は左右で異なる）．提案シス

テムでは紐の形状をマウスカーソルの軌跡で入力する

ため，そのままでは左右対称な整った形を構築すること

が困難である．そのため，システムによる自動処理で形

状を左右対称にする処理を施す．左右対称化の処理

は，次の 3 つのステップから成る． 

(1) 対称な位置に配置される 2 点の対応付けを行う． 

(2) 対象軸の位置を決定する． 

(3) 紐を構成する頂点の位置を移動し，形を変形する． 

今回は簡単な実装で実現するために，対象軸は入

力された紐形状の外接四角形の中心を通り，y 軸（スクリ

ーンの垂直方向）に平行な直線とした．また，対応関係



の構築の際は，紐が 1 本だけの場合は始点と終点を対

応付け，その後，中央に向かって内部頂点を順番に対

応づけるものとした．紐が 2 本の場合は，前処理として

それぞれの紐を構成する頂点の数を統一しておき，端

点から 1 つずつ対応付けることとした．一般的な水引に

は，3 本以上の紐から構成されるものが見あたらなかっ

たため，今回の左右対称化の処理は 1 本または 2 本の

紐で構成されるもののみとした． 

対応関係と対称軸が定まった後の位置の更新につ

いては，Mitra らの対称化処理[6]で用いられている，以

下の方式を用いた．つまり，2 点݌, ，が対応関係にありݍ

それぞれ݀௣および݀௤だけ移動させた点݌′, が，鏡映変′ݍ

換ܶ（提案システムでは上述の通りの，y 軸に平行な直

線での反転）によって互いに位置を交換する関係であ

るとすると（図 7），ฮ݀௣ฮ
ଶ
൅ ฮ݀௤ฮ

ଶ
を最小とする݀௣および

݀௤は次式で表される． 

݀௣ ൌ
ܶିଵሺݍሻ െ ݌

2
, ݀௤ ൌ

ܶሺ݌ሻ െ ݍ
2

	

奥行き方向は無視し，投影面上での݀௣および݀௤の値

を各点の移動方向と定める．この方向に働く力を，最終

形状を決定する擬似的な物理シミュレーション処理時に，

目的の位置へ移動する力成分に加えることとした． 

 
図 7 2 点 p,q の対称位置への移動 

3.3. 平滑化処理の適用 

水引に用いられる紐は硬く張りがあり，柔軟性に乏し

い．この特徴を表すため，紐を構成する点列に対して，

次式による平滑化処理（ラプラシアンスムージング）の適

用を行う． 

௜ܲ ←
1
4 ௜ܲିଵ ൅

1
2 ௜ܲ ൅

1
4 ௜ܲାଵ 

上式では，点の座標݌௜は，自分自身の座標と，隣接

する前後の点݌௜ିଵおよび݌௜ାଵの重み付線形和で更新さ

れる．この平滑化処理を繰り返し適用することで，曲線

の形は図 8 のように変形する． 

 
図 8 平滑化処理の適用による形の変化 

 

3.4. 基本形状の置き換え 

結び目で扱う紐と異なり，水引には複数の細いこより

紐が平面上に複数並んだ，横幅のある平坦な紐が使用

される．そのため，中心線を掃引する断面形状を複数

の小さい円が並んだものとする．たとえば断面の円を 5

つにすることで，図 9 に示すような形状を得る． 

掃引の際には，断面が常に投影面と平行になるよう

にすることで，水引の紐が水平な状態で 3 次元モデル

を構築できる．水引は平板に似た形と見なすことができ，

3 次元モデル構築の際には奥行き方向の座標を圧縮し

て，すき間をなくすことを行う． 

 

図 9 基本形状の置き換え 

4. 結果 

本稿で提案したシステムを用いてデザインした結び

目を図 10 に示す．図 1 と同じ結び目を表現したもので

あるが，滑らかな紐の幾何形状の構築に成功しており，

陰影のついたレンダリングにより，交点における紐の重

なり関係を認識できる． 

図 11 はマウスのドラッグによるストロークの軌跡で入

力された初期形状（図左）に対して，対称化および平滑

化処理を施した例（図右）である．対称化処理および平

滑化処理を複数回交互に適用することで，左右対称で

滑らかな曲線を得ることができた． 

図 12 は，基本形状の置き換えによって，紐の形状か

ら水引の形状へ変換してデザインした作例である．一部

を拡大したものが図 13 であり，2 次元の図ではなく，3

次元の幾何構造を持っていることを確認できる． 

 

 
図 10 図 1 と同じ結び目を CG で表現した例．本稿で

提案するシステムでデザインされた． 

 



 
図 11 対称化，平滑化および重なり関係の変更によ

る形状修正．修正前（左）と修正後（右） 

 

 

 
図 12. 提案システムで形状を構築した水引の例 

 

 
図 13 水引モデルの拡大図 

5. まとめ 

Apparent Layer Operationsを活用し，結び目と水引の

CG 表現のための形状を，対話的にかつ効率的にデザ

インするためのシステムを提案した．水引のモデルのデ

ザイン時には，左右対称性を考慮することで，形の整っ

た出力を得ることができた．図 14 のように，対象軸が y

軸に平行でない場合には，対象軸を自動で決定するな

どの改善の余地がある．結びかたの手順の提示や，難

易度の推定，対話的な着色機能などを付加することで，

創作水引を支援するためのツールとして使用できる可

能性がある． 

 

図 14 対称軸が投影面上の y 軸に平行でない例 
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